f : A → B ✐s ✏❡①♣♦♥❡♥t✐❛t❡❞✑ ❜② s♦♠❡ ♦❜•❡❝t V ✱ t♦ V f : V B → V A ✳ ✹✳ ❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❛✈♦✐❞✐♥❣ t❡r♠✐♥♦•♦❣✐❝❛• ❝♦♥❢✉s✐♦♥✱ ✇❡ r❡❢r❛✐♥ ❢r♦♠ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡♠ ❛s ♠♦r❡ ✏❝♦♥❝r❡t❡✑✳ V ♠✐❣❤t t❤❡♥ ❜❡ ❝❛••❡❞ t❤❡ ✏❞✉❛•✐③✐♥❣ ♦❜•❡❝t✑✳ P♦♥tr•❛❣✐♥ ❞✉❛•✐t② ✐s ❛♥ ❡①❛♠✲ ♣•❡ ♦❢ t❤✐s✱ ❝❤♦♦s✐♥❣ V t♦ ❜❡ t❤❡ ❝✐r❝•❡ ❣r♦✉♣ R/Z✳ ❊①♣♦♥❡♥t✐❛t✐♦♥ s❡♥❞s ❛ ❣r♦✉♣ t♦ ✐ts ❣r♦✉♣ ♦❢ ❝❤❛r❛❝t❡rs✳ ❋♦r ❡①❛♠♣•❡✱ t❤❡ ❝✐r❝•❡ ❣r♦✉♣ ✐s s❡♥t t♦ t❤❡ ❣r♦✉♣♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣❡rs✳ ✺ ✸ ❋r♦♠ t❤❡ ❞✉❛• ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ t♦ ❝❛t❡❣♦r②✲ t❤❡♦r❡t✐❝ ❞✉❛•✐t✐❡s ❚❤❡ ❝❛t❡❣♦r②✲t❤❡♦r❡t✐❝ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ ❞✉❛•✐t② ❤✐st♦r✐❝❛••② ❡♠❡r❣❡❞ ❢r♦♠ ❛ ✇❡••✲ ❦♥♦✇♥ ✏❝•❛ss✐❝❛•✑ ❞✉❛•✐t②✱ ♥❛♠❡•② t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ L(V ) ❞✉❛• t♦ ❛ ✜♥✐t❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛• r❡❛• ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ V ✳ L(V ) ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❛•• •✐♥❡❛r ♠❛♣♣✐♥❣s f : V → R✱ ❛❣❛✐♥ ❛ ✜♥✐t❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛• r❡❛• ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡✳ ▲❡t dim V = n❀ t♦ s✉❜s♣❛❝❡s ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ r ♦❢ V ❝♦rr❡s♣♦♥❞ s✉❜s♣❛❝❡s ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n−r ♦❢ L(V ) ✭s❡❡ ❬❇✐r❦❤♦✛ ✫ ▼❛❝ ▲❛♥❡ ✶✾✻✺✱ ✶✽✺ ❢✳❪ ❢♦r ❞❡t❛✐•s✮✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ s✐♠♣•❡ ♠❛t❤✲ ❡♠❛t✐❝❛• ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✭✇❤✐❝❤ ✐s ❛❝t✉❛••② ❛•s♦ ❛ ❤✐st♦r✐❝❛• ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥✮ ❜❡t✇❡❡♥ t❤✐s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r♦•❡❝t✐✈❡ ❞✉❛•✐t②✳ ✻ ❲❤❛t ✐s ♥❡✇ ❤❡r❡ ✐s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❞✉❛• t♦ t❤❡ ❡♥t✐r❡ s♣❛❝❡ V ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ •✉st ❞✉❛•s ♦❢ s✉❜s♣❛❝❡s✳ ❲❡ t❤✐♥❦ t❤❛t t❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♣♦✐♥ts t♦ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t st❡♣ ✐♥ t❤❡ ❞❡✈❡•♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛• ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ s♣❛❝❡✿ ✇❤✐•❡ ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛• s✐t✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦•♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❬❊✐•❡♥❜❡r❣ ✫ ▼❛❝ ▲❛♥❡ ✶✾✹✺❪✱ ❜✉t ✐♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥t❡①t✳✮ ❋♦r •❡t g : V1 → V2 ❜❡ ❛ •✐♥❡❛r ♠❛♣♣✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ s✉❝❤ s♣❛❝❡s✱ ❛♥❞ •❡t f2 ∈ L(V2)✳ ❚❤❡♥ ❜② t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐✲ t✐♦♥ V1 g → V2 f 2 → R, ❛♥ ❡•❡♠❡♥t ♦❢ L(V1) ✐s ❞❡✜♥❡❞❀ t❤✉s ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ ❛ •✐♥❡❛r ♠❛♣♣✐♥❣ L(g) : L(V2) → L(V1) ❜② s❡tt✐♥❣ [L(g)](f2) := g • f2.
